Definiciones y propiedades fitiles de
funciones ortogonales:

Funciones trigonométricas:

(para funciones de periodo T')

» sen(kyz) y cos(knx), con k, = 22 y n entero son base de las funciones

en (0,7)
T T
» Ortogonalidad: [sen(knz)sen(knz)dz = L6, , [cos(knx)cos(ky x)dz =
0 0

T
%&mz , {cos(Kna:)sen(kn/x)dx =0

(para funciones cualquiera en R)

k

» ¢*% es “base” de las funciones en R

= Ortogonalidad: [ e~ *¢™**dy = 216 (K' — k)

Polinomios de Legendre:

» Pz) = ﬁj—;l (2% - 1)l son base de las funciones en (—1,1) que no di-
vergen en +1.

= Primeros polinomios:Py(z) = 1, Pi(z) = z , Py(z) = %(33}2 - 1) ,
Ps(z) = § (523 — 3z) , Py(z) = § (35a* — 3022 + 3)

1
= Ortogonalidad: [ Py(x)Py(x)de = 520w
21

= Otras propiedades:

« P(1)=1,P(-z)= (-1 Fz) , LA(2)m1 = L W

= Algunas relaciones de recurrencia:
{4+ 1)Pyi(z) = 2L+ 1)zP(x) — IP_1(2)
24 p(e) = 2B () — P (2)
21+ DPi(w) = & [P (@) — Pioa(2)]




Armonicos esféricos:

= Y(0,¢) = /2L Eé;xiﬂm(cosé))eimd’ son una base de las funciones bien
comportadas en [0 € (0,7), ¢ € (0,27)] y periddicas en ¢. Donde:

l=0,..,00, m=—I,...,1 enteros
P (z) = (-1)™ (1 - x2)% d‘i::l]:’l(x) , en particular: P (z) = P(x)

= Primeros armonicos:
Y(0,6) = S
YT (0,0) = Fy/ e sen(0)eX? , YL(0,0) = |/ £xcos(6)
YiE2(0,0) = \/ 22 sen?(0)et2¢ YiEN0,4) = F 2 sen(0)cos(0)e*

Y2(0,6) = \/ 1% (3cos*(0) — 1)

= Ortogonalidad: [ [Y;*(8, #)Y;™ (8, $)dQ = 811 S

Funciones de Bessel

1) Soluciones de la ecuacién de Bessel xQ% + x% + (22— a?)y =0
= Si a no es entero J,(x) y J_o(x) son soluciones linealmente independien-
tes, donde:

) —_1)m 2\ 2m+a
Ja() = mzom (3)

torial, de modo que I'(n + 1) = n! para enteros.

, con I'(x) es la generalizacion del fac-

= Si a@ = n entero, entonces J,(x) y N,(x) son soluciones independientes,

donde: N, (z) = lim Ja(@)cos(am)—J_a(@)
piie sen(am)

en este caso Jy,(x) converge en 0 e N, (x) diverge en 0

= También suelen usarse como soluciones independientes las funciones de
Hankel:

HV (2) = Jo(2) + iNa (2)
HP (2) = Jo(z) — iNa(2)

2
2) Soluciones de la ecuaciéon de Bessel modificada z2%Y + z % — (22 +
dx dx

a®)y =0 Iy(z) = i “Ju(iz) y Ku(z) = gz""“H(gl)(ix) y por tanto I,(x)
converge en 0 y K, (z) diverge en 0.

Desarrollos asintoticos: = < 1:Jo(x) = 7o (%)a, No(z) = 2 [In (%) +0,5772...]

, No(z) — %(a) (g)a para o # 0

x

2> 1: Jo(z) =/ Zcos (x— % —Z) , No(z) =/ Zcos (z— F — I)



Relaciones de ortogonalidad: [pJ, (manfg) Jo (xcmg) dp = % [Jat1 (acom)]2 Onn’
0

donde Ju(Tan) = 0. O sea, x4y, es la reiz n-esima de la funcion J,



